TABARA JUDETEANA-CONCURS,
pentru elevii olimpici la matematica, editia a XIIl-a 2023,
Targu Lapus, 26.08.2023-01.09.2023
Clasa a Xl-a

1. Se considera sirul (an)n>1 astfel incat a, >1si a,,, = ”+\1j2(an —1)n +1,VneN'. Aritati ca sirul

(a,) ., este convergent si calculati limita lui.
n>1 > >
Rogozsan Robert

X, -(1— X, ), Vn € N . Studiati convergenta acestui sir.

N | w

2. Fiesirul (X,) .cu X €(01)si X, =

n>0"’

) ) 3 12
3. Se considerd matricea A= 0 3/

a. Determinati matricele Y € M, (C) astfel incat A-Y =Y - A.

b. Fie n e N". Determinati numarul solutiilor X € M, (C) ale ecuatiei X*" = X" +1,=A.

Nota: Fiecare problemd se noteazd cu puncte dela 0la 7.
Timp de lucru: 2 ore
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1. Se considera sirul (a,) , astfel incat a, >1si a,,, = ”+\1j2(an —1)n +1,vneN". Aritati ca sirul
(an )n>l este convergent si calculati limita lui.
Rogozsan Robert

Solutie : Prin inductie se demonstreazd ca a, 21 VN =1 ..o, 2p
.. - . n+l n aml—l n a, -1 "
Din ipotezd obtinem (a,,, 1)  =2(a,-1) = T T T e 1p
1Y’ 1 1)
Consideram sirul (b,) . b, = (anz_ ) =b,=b = alz_ =a, = 2_(317_}‘ A1, 2p
. 3, a>1
Asadar lima, = S, 2p
n—oo 1, a1 = 1
2. Fiesirul (x,) .cu X €(0,1)si X, = > X, -(1—X,), ¥n € N. Studiati convergenta acestui sir.
Solutie:
— . . 3 3,, 3
Consideram functia f :R >R, f (t)= Et(l_t) = _Et +§t S S A5 P 1p
Din ipoteza X, € (O,l) Studiind  variatia functiei f, observam ca daca Xe€ (0,1) atunci
f (X) € (O,S:I c (0,1), deci demonstram prin inductie ca X, € (0,1), VYN Z0 e 1p
1
Xt = %o = 257Xy -(-3x, +1)
] inductiv 1 i 1
Cazul I: X, = 3 = X, = 3’ vneN=limx, = g,deci Sirul este CONVErgent.......cevveveerverierieiiriieneas 1p
n—o0
Cazul II:

inductiv

Daca (Xn)nZO contine un termen X, € (O, %j =X = f(X)e (0,5) = X, € [0%), vnxk (1)

()
= X — X, > 0=>(X,), _, este strict crescitor = (X, ) €Ste CONVEIGeNt.........ooovvvevrrvvvreeeesrsssissssssssssss 2p



R 1 . 1 . .
In caz contrar, avem X, = 5, VneN, decix, é,l = X,,— X, <0, deci (Xn) este descrescator si,

fiind MATINIt, €StE COMVETZENL. .. .veiveeririirreeeeiresiesee e sresre e e st e sre e e sre e ne e resre e e e sresresreaseenreareareenrenrenneas 2p

) ) 3 12
3. Se considerd matricea A= 0 3/

a. Determinati matricele Y € M, ((C) astfel incat A-Y =Y - A.

b. Fie ne N". Determinati numarul solutiilor X € M, (C) ale ecuatiei X*" = X" +1,=A.

Solutie:

: a b) _ a b
a. FieY = .Din AY =YAse obtine Y = LADEC e 2p
c d 0 a
b. Inmultind egalitatea din ipoteza la stanga si la dreapta cu X obtinem ca
a) a b
KA = AX =3 X S| ittt b et h e bt et e he et ettt neeaeerenrenes 1p
0 a
m m m-1
Prin inductie demonstriam ca X" = [aO 2 N bj, VM EN e 1p
a

.. (& 2n-a”*-b) (a" n-a"*-b) (1 0} (3 12
Ecuatia devine - + =
0 a” 0 a" 01 0 3

a’"-a"-2=0 (1)

De unde obtinem sistemul
’ {2n-a2”1~b—n~a”1-b=12 (2)

Din (1) obtinem a" =—1sau a" =2.
Fiecare din aceste ecuatii are in multimea numerelor complexe cate n solutii, iar pentru fiecare valoare a lui
a, numarul b este unic determinat din (2). Deci ecuatia are 2N SOIUTT..........cccevvrereneiiniiniiere e 2p



